Муниципальный этап всероссийской олимпиады школьников по математике
7 класс


Задача 1. Пусть  – натуральное число, большее двух. Доказать, что среди дробей  содержится четное число несократимых.

Задача 2. Произведя обычное умножение (столбиком), Петя заменил затем в нем каждую четную цифру буквой Ч, а каждую нечетную – буквой Н. При этом получилось выражение
  НЧЧ
    ЧЧ
______
ЧНЧЧ
ЧНЧ
______
ННЧЧ .
Восстановить данное умножение.

Задача 3. В десятичной записи некоторого натурального числа встречаются цифры 1, 3, 7 и 9. Доказать, что, переставив цифры, можно получить десятичную запись числа, делящегося на 7.

Задача 4. Пусть внутри некоторого треугольника задано конечное число точек. Соединим эти точки между собой и с вершинами треугольника так, чтобы полученные отрезки не пересекались и разбивали весь треугольник на меньшие треугольники. Доказать, что число таких маленьких треугольников нечетно.

Задача 5. Мальчик ходит со скоростью 4 км/ч, девочка – со скоростью 3 км/ч, а собака бегает со скоростью 10 км/ч. В некоторый момент времени мальчик и девочка начинают двигаться по дороге из одного пункта в одинаковом направлении, а собака начинает бегать все это время от одного из них к другому. Где через час окажется собака, и в каком направлении она будет смотреть?
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Решения задач
7 класс

Задача 1. Если  несократимо, то  также представляет собой несократимую дробь. Поэтому несократимые дроби входят в данную последовательность парами и, следовательно, их количество всегда четно.

Задача 2. Поскольку 188·8=1504, первое Н должно быть больше 1. После умножения этого Н на первое Ч множителя должно получиться число ≤ 8, так что Н=3, а Ч=2. Числами вида 3ЧЧ, которые после умножения на 2, давали бы ЧНЧ, могут быть только 306, 308, 326, 328, 346, 348. Но если мы умножим эти числа на 4 и 6, то ни в одном случае не получится выражение ЧНЧЧ. Если же мы умножим  их на 8, то при этом только последние два числа дадут выражение вида ЧНЧЧ. Далее, 346·28=9688; следовательно, единственное решение имеет вид
  348
    28
____
2784
696
____
9744 .
Задача 3. Выполняя соответствующие перестановки цифр данного натурального числа, можно считать, что его четырьмя последними цифрами служат 1, 3, 7 и 9. Следовательно, натуральное число , о котором говорится в условии задачи, представимо в виде суммы числа 1379 и некоторого целого неотрицательного числа , оканчивающегося четырьмя нулями. Докажем, что, выполнив подходящую перестановку последних четырех цифр числа , мы получим число , делящееся на 7. При делении на 7 числа 1379, 1793, 3719, 1739, 1397, 1937, 1973 (*) дают остатки, равные соответственно 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Следовательно, если число  при делении на 7 дает остаток , то, прибавляя к числу  то из чисел (*), которое при делении на 7 дает остаток 7-, мы получим число , делящееся на 7, и получающееся перестановкой цифр числа .

Задача 4. Пусть  – число маленьких треугольников, а  – число их сторон, расположенных внутри исходного треугольника. Из 3 сторон всех  маленьких треугольников три стороны принадлежат исходному треугольнику, а остальные стороны лежат внутри этого треугольника, причем каждая из них считается дважды. Следовательно, . Поскольку число  целое, то  должно быть нечетным.

Задача 5. Поместим собаку в произвольную точку между теми положениями, которые мальчик и девочка займут через час, и повернем ее мордой в любом из двух направлений. Затем «прокрутим весь фильм» в обратном направлении, пока мальчик, девочка и собака не окажутся все вместе в начальной точке в начальный момент времени. Таким образом, собака через час может оказаться в любом месте между мальчиком и девочкой и может смотреть в любом направлении.
